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Introducci6

En aquest article s'exposa l'estructura fisicornatema­
tica elemental de les teories de galga classiques.! Amb

aquest objectiu, s'analitza la interacci6 electromagne­
tica maxweHiana dins el context del Programa galga, i

tambe es donen algunes indicacions de com la interacci6

gravitatoria pot ser-hi incorporada.
Per comencar l'article s'estima pertinent recordar, en

un resum, les primeres etapes del proces de creaci6 del

Programa galga. Aquest resum s'explica en el primer
apartat, «La genesi de les teories de galga», en el qual
s'introdueixen els conceptes basics, la nomenclatura i les
motivacions fisiques que van conduir a la visi6 galga de

les interaccions fonamentals.

L'apartat que el segueix, «L'exemple de l'electromag­
netisme», que es el nucli d'aquest article, s'empra per
concretar els conceptes basics de les teories de galga i, al
mateix temps, exposar el caracter geometric galga de la

interacci6 electromagnetica. Aquest darrer aspecte en­

cara no es gaire habitual en els tractats de teoria classica
de camps.

Els resultats d'aquest apartat motiven que s'intenti

descriure la interacci6 gravitatoria en funci6 d'un camp
tensorial simetric de segon ordre en l'espaitemps de

Minkowski, tal com van fer S. N. Gupta (1957), W. E.

Thirring (1960) i R. P. Feynman (1962), entre d'altres.

Aquesta formulaci6 de la interacci6 gravitatoria es resu­

meix en l'apartat «L'inici de la visi6 galga de la interac­

ci6 gravitatoria», en el qual s'expliquen les inevitables
inconsistencies inherents a la formulaci6 minkowskiana

de la interacci6 gravitatoria, i alhora es donen indicaci­
ons de com es van superar dins el marc de les teories de

galga.
En el darrer apartat «Conclusions» es fa un resum

dels aspectes desenvolupats que es consideren rnes relle­
vants dins el context galga de la interacci6 electromag­
netica.

Esdeve pertinent resumir l'estructura didactics d'a-
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la interacci6 electrornagnetica

quest article mitjancant la primera part de I'esquema
de C. N. Yang, que es reprodueix tot seguit:

Invariancia de galga Mecanica quantica
"\t ,/

L'electromagnetisme es un camp de galga (fase)
(Teoria de camp lineal)

-l-
Camp de galga no abelia

(Teoria de camp no lineal)
-l-

Geometria dels espais fibrats

La genesi de les teories de galga
«[ ... J we physicist-chauvinist-pigs regard
mathematics as the mare handmaiden of

physics. Flights of mathematical fancy are

tolerated only insofar as they are tethered to

observable physical phenomena [ ... J Arnen.»

Sheldon L. Glashow

GEORGI, H. Lie algebras in particle phy­
sics. From isospin to unified theories, Benja­
min/Cummings (1982).

A mitjan decada dels cinquanta i principi de la dels
seixanta del segle xx, s'anaven consolidant, en el domini
de la fisica de partfcules elementals, un conjunt de teo­

ries anomenades teories de galga. Aquestes teories nai­
xeren amb greus i dificils problemes fenomenologics, els
quaIs les feien allunyar de la realitat experimental. Pero
alhora es caracteritzaven per una estructura materna­

tica i geornetrica comuna, a partir de la qual s'albirava la
possibilitat d'una descripci6 mes profunda de les interac­
cions fonamentals. L'electromagnetisme maxwellia, for­
mulat en funci6 del potencial vector, i encara molt mes

acuradament l'electrodinamica quantica, en constitulen

l'exemple paradigmatic. Cal tenir present, pero, que

1 Es pressuposa que el lector coneix la forrnulacio minkowskiana
de la relativitat especial i els rudiments de la teoria de grups. En

l'apendix s'expliquen els conceptes basics de la teoria de grups de
Lie.



el proces d'emergencia d'aquestes teories va seguir una
lenta evoluci6 temporal constituida per diverses etapes,
unes etapes que modulen i difuminen l'evoluci6 cientffica
que ha representat el desenvolupament del Programa
galga. Per aixo, s'estima oportu fer tot seguit un resum

dels primers estaelis el'aquest proces per facilitar l'objec­
tiu didactic d'aquest article. La utilitzaci6 de la paraula
galga (ga1Lge), que qualifica aquestes teories, es va ori­

ginal' en l'article de H. Weyl, «Gravitaci6 i electricitat»

(1918). Weyl, amb l'objectiu d'unificar la descripci6 de
les interaccions gravitatoria i electrornagnetica (les uni­

ques conegudes en aquell temps), va suposar que els pa­
trons (galgues) I, de longitud i temps, deixen de ser inva­
riables en presencia d'un camp electromagnetic. En un

desplacarnent espaciotemporal dx? i en presencia d'un

camp electromagnetic de potencial vector Ao.(x), Weyl
va postular que el canvi dl experimentat per I es pro­

porcional a I i Ao.(x), 0 sigui: dl = CIAo. (x)dxo. . Per
mot ius de comparanca posterior, la constant C s'expres­
sara com ql" sent q la carrega electrica (per exemple,
la de l'electro) i I una nova constant. Per a un despla­
cament finit L = L(xo -+ x) entre els esdeveniments Xo
i x, una simple integraci6 proporciona l'expressi6 per a

l(x):

l(x) = l(xo) exp { � 1 Ao.clxo. } .

En generall(x) depen del cami L, 0 sigui que es una

magnitud no integrable. Sols es independent de L quan
el tensor camp electromagnetic F,w = of.LAV - OVAf.L es

zero, ja que F,w = 0 no son sin6 les condicions d'inte­

grabilitat del factor exponencial de Weyl. Les equaci­
ons de camp de la teoria de Weyl s'obtenen mitjancant
l'ampliacio de l'estructura geometrica (afi) de l'espai­
temps de la relativitat general, a partir de la qual es

deriven les equacions de Maxwell i les d'Einstein. Mes

concretament, en la teoria de Weyl, la metrica fhw de

l'espaitemps esta relacionada amb la metric a g,w de la
relativitat general, mitjancant l'equaci6:

Es a dir, la metrica 9f.Lv incorpora gravitaci6 (9w) i

electromagnetisme (Af.L)' pero deixa de ser local i pseu­
doriemanniana.

Un punt que s'ha de tenir present es que les equaci­
ons de camp de la teoria de Weyl resten invariants sota

l'accio de les anomenades transformacions de galga:

(1)

on a = a(x) es una funci6 diferenciable arbitraria dels
esdeveniments de I'espaitemps.

Jutjada matematicament, la teoria de Weyl pot me­
reixer les maximes qualificacions, pero no es aixf des

d'un punt de vista fisic. En efecte, en un post scriptum
a I 'article de Weyl redactat per A. Einstein, es qiiestiona
d 'una manera senzilla i irrefu table aquesta teoria. Ein­

stein raona que en el cas que fos valida, les rat lies espec­
trals elels atoms no podrien tenir una frequencia definida
i que les frequencies relatives d'atoms veins d'un mateix
element quimic serien, en general, eliferents. Com' que la
Natura no es comporta el'aquesta manera, cal concloure
que els patrons espaciotemporals no elepenen ele la seva

historia, fet que invalida la teoria de Weyl.
No obstant aixo, la teoria ele Weyl motiva en la de­

cada de 1920 la creaci6 de diverses teories, l'objectiu
de les quals tambe consistia en la unificaci6 ele les in­

teraccions electrornagnetica i gravitatoria. Es poden es­

mental', per exemple, les teories de Th. Kaluza (1921),
O. Klein (1926), V. Fock (1927), etc. Aquestes teories
es caracteritzen maternaticament per ampliar la dimen­
sionalitat de I'espaitemps de quatre a cine dimensions,
per poder explicar goometricament el fenomen electro­

magnetic. Pero cap el'aquests intents no reeixi, i esde­
vingueren treballs estrictament matematics, de caracter
formal. Un aspecte positiu d'aquestes teories es que aju­
daren a considerar el vessant geometric de la interaccio

electromagnetica i
, sobretot, en ampliar la dimensionali­

tat de l'espaitemps, generaren, a I'inreves, la necessitat
de la creaci6 del mecanisme de reduccio dimensional.

Aquest mecanisme teoric fa afiorar nitidament els ano­

menats espais interns, definits per via de les dimensions
extres a I'espaiternps, les quais se les imaginava addici­
onades a cada esdeveniment de l'espaitemps quadridi­
mensional. Sota aquest punt de vista, cal considerar les
transformacions de galga com un grup de transforrna­
cions de l'espai intern, en front de les transforrnacions
ezternes que actuen sobre els esdeveniments del mateix

espaitemps.
Aquest aspecte teoric anticipa una de les idees basi­

ques que empraren els matematics, uns vint anys des­

pres, per crear la teoria dels espais fibrats i ajudaren els
fisics de particules elementals, en la decada de 1950, a

intentar donal' un significat dinarnic ales simetries alge­
braiques quantiques (per exemple, l'isospin), enfront de
les simetries espaciotemporals.

Progressivament, es va anar relegant, per manca

de significat fisic, el factor d'escala de H. Weyl
exp (�J Af.Ldx"), fins que F. London, el1927, aixo es

quasi immediatament despres de la creaci6 de la meca­
nica quantica, va descobrir-ne el significat fisic actual.

El factor de galga de H. Weyl s'ha de convertir en

un factor de fase, i la constant I es el nombre imaginari
pur I = -in. El factor de fase definit aixi, en aplicar-lo
a la funci6 d'ona \[10 0 amplitud de probabilitat d'una
particula de carrega q, dona I'amplitud de probabilitat
\[I quan hi ha un camp electromagnetic A,Jx):

\[10 -+ \[I = exp {i* 1 Ao.dxo. } \[10·
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Cal esmentar que, en un article de 1922, E. Schro­

dinger, emprant la primitiva teoria quantica de Bohr­
Sommerfeld dins el context de la teoria de Kaluza, va

deduir que la constant 'Y hauria de ser igual a =ih,

Aquesta contribuci6 d'E. Schri::idinger es citada per Lon­
don en l'article de 1927, en el qual tambe es pregunta
per que Schri::idinger no la va aplicar ala serie d'articles
de 1926, en els quais crea la mecanica ondulatoria.e

El factor de London proporciona una visi6 integral
de l'anomenat acoblament minim, emprat per introduir

(ad hoc) la interacci6 electrornagnetica en les equacions
diferencials del moviment de les particules lliures, tant
classiques com quantiques, a traves de les substitucions:

PI-' --+ p" + qAI-'

in8" --+ inDI-' == in(81-' - i�AI-')'
Com s'explicara rnes endavant, DI-' representa el pro­

ces de derivaci6 natural dins del marc de les teories de

galga, les quais s'haurien d'haver anomenat a partir de

llavors ieories de fase, tal com proposa C. N. Yang. En
aquest nou context les transformacions de Weyl (1) s'­
han de reintrerpretar de la manera segiient:

IJI --+ IJI' = e
iqtx /Ii IJI

DI-'IJI --+ D' IJI' = eiqO!/1iD IJI (2),£ I-'

AI-' --+ A� = AI-' + 81-'a.
El descobriment de F. London va ser immediatament

acceptat per H. Weyl. Tant es aixi que el 1929 en l'arti­

cle «Electro i gravitaci6» incorpora i generalitza el marc

d'aplicabilitat del factor de fase de London. Segons
L. O'Raifeartaigh, a aquest article se l'ha de qualificar
de seminal, pel seu contingut ampli, nou i complet. Per

primera vegada s'exposen idees, conceptes i formulaci­
ons que posteriorment han esdevingut estandards en la

teoria de camps. Pel que fa a aquest article, Weyl ana­
litza les interaccions gravitatoria i electrornagnetica amb
l'objectiu d'evidenciar les seves analogies i diferencies es­

tructurals i per primera vegada es defineix i s'aplica el

principi de galga per reinuentar les equacions del camp

electromagnetic.
W. Pauli valora en grau superlatiu aquest treball i

incorpora el seu contingut al celebre article «Wellen­

mechanic» de I'Enciclopedia (Encyklopiidie der Mathe­

matischen Wissenschajten). Tant es aixi que molts fisics
s'assabentaren del principi de galga i del seu ampli po­
tencial de desenvolupament fisic per l'article de Pauli,
com el mateix C. N. Yang ho confirm a posteriorment.
W. Pauli, que fins llavors era extremament critic res­

peete de les aportacions fisiques, pero no de les mate­

matiques, de H. Weyl, canvia d'opini6 i el va escriure

immediatament per felicitar-lo:
2 Els sis articles fonamentals de 1926 i les quatre conferen­

cies que Schriidinger va dictar en la Royal Institution de Londres

el 1928, es poden trobar a Collected papers on wave mechanics

d'E. Schriidinger, tercera edici6 augmentada (Chealsea, 1982).
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«[ ... ] Ara si que he d'admetre la seva habilitat

en Fisica, la seva teoria anterior fh,v = Agw era

maternatica pura, sense contingut fisic. Eins­

tein tenia tota la rao en criticar-la i rebutjar-la.
Ara l'hora de la seva revenja ha arribat.»

En les dues decades segi.ients a 1930 la majoria de

fisics es dedicaren a la recerca en fisica quantica, i des­
vetllaren nous dominis tant de la fisica fonamental com
de l'aplicada. En particular, la difusi6 i la rellevancia

que W. Pauli va donar al principi de galga motivaren

les importants contribucions de C. N. Yang, R. Mills

(1954), R. Utiyama (1956) i J. J. Sakurai (1960).
R. Utiyama formula la teoria lagrangiana general del

que enguany es pot qualificar com a ieories de galga Clr'LS­

siques. Segons la formulaci6 de R. Utiyama, l'estructura
matematica del principi de galga es pot resumir aixi:

1. Sigui un sistema fisic, el lagrangia del qual es inva­
riant sota l'acci6 d'un grup de Lie3 de transforma­
cions G. A aquest grup se'l qualifica de global per
remarcar que els seus parametres s6n independents
dels esdeveniments de l'espaitemps.

2. Llavors el sistema fisic tambe res tara invariant

quan el� parametres del grup G es facin dependre
de l'espaitemps, 0 sigui, quan G esdevingui local,
G --+ G(x), sempre que les derivades ordinaries 8"
se substitueixin per les anomenades derivades cova­

riants galga D I-' == 8" + AI-"

AI-' (x) s6n els anomenats camps de galga. Aques�s
camps prenen valors a I'algebra de Lie del grup G. Es

a dir , si T; s6n els generadors de l'algebra de Lie, lla­
vors AI-' = TiA�(x). Fisicament, significa que en forcar
la invariancia local del sistema original, es obligada la
introducci6 dels camps AI-'

En l'apartat segiient es desenvolupen aquests dos

punts aplicant-los a la interacci6 electromagnetica.
ParaHelament, la teoria rnatematica de la geometria

diferencial anava progressant, en part per les motivaci­
ons fisiques i les propies soHicitacions matematiques de
les teories esmentades. Els desenvolupaments materna­
tics van associats a Levi-Civita, E. Cartan, de Rham,
Whitney, Hodge, Stenrod i Ehresmann, els treballs dels

quais cristaHitzaren a comencament de la decada de -

1950 en la teoria dels espais fibrats, que esdeve la formu­
laci6 geometrica idonia per ales teories de galga classi­

ques, com quedara pales mes endavant.
Els desenvolupaments posteriors a 1960, que obren el

periode propiament quantic de 1960 a 1975, s'expliquen,
per exemple, en l'article de Domenec Espriu: «La natu­
ralesa quantica de les interaccions febles al descobert. El

Premi Nobel de Gerard't Hooft i Martin Veltman», en

la Revista de Fisica 2, num. 8 (ler semestre 2000). En

3En I'apendix es resumeixen les propietats elementals dels

grups de Lie que s'empren en aquest article.



aquest article s'explica com es van superar els proble­
mes fenornenologics esmentats en la «Introduccio», per
exemple, la generacio de massa d'alguns camps de galga
i la renorrnalitzacio del proces pertorbatiu, aixi com les
dificultats que encara perduren.

L'exemple de I'electromagnetisme
Les equacions de Maxwell en l'espaitemps minkowskia i
en funcio del potencial vector AI' = (<p, A), s'expressen

(3)

on j{3 = (p, J) es el quadrivector corrent electric. L'e­

quacio (3) i el tensor camp electromagnetic FI'Y =

of..J,A,/ - oyA" = (.it, B) resten invariants sota l'accio
de les transformacions de AI':

on a(x) es una funcio diferenciable arbitraria de les co­

ordenades de l'esdeveniment x.

Aquesta invariancia de les equacions de l'electromag­
netisme implica que a tot fenomen electromagnetic li

correspon una familia de potencials vectors {AI' (x)},
els membres de la qual estan relacionats mitjancant les
equacions (4). Ates que la seqiiencia de dues trans­

formacions consecutives, de funcions al(x) i a2(x), es

equivalent a una (mica transforrnacio de funcio a(x) =
al (x) + a2(x), resulta que per a cada x fix, les transfor­
macions (4) formen un grup commutatiu (abelia), amb
un unic parametre a (vegeu l'apendix). Com s'ha anti­

cipat en la «Introduccio», es habitual anomenar-lo grup
de galga de la ititeraccio. Pel que fa a la topologia de

l'espai de grup, per exemple, si el parametre a pren va­

lors sobre la recta real 0 sobre un cercle, sols cal tenir

present el factor de fase de London per suposar, raona­

blement, que es un cercle, els punts del qual s'acostumen
a representar com segueix:

u(x) = eiqo.(x)/Ti.

A aquest grup se'l coneix com a U(I), per recordar-nos
que els seus elements u(x) son transformacions unitaries ,

es a dir u(x) . u(x)t = 1, i unidimensionals.
Esdeve util imaginar que en cada esdeveniment de

l'espaitemps hi ha addicionat el cercle de l'espai del

grup, el qual es qualifica d'espai intern enfront de l'espai
extern constituit per l'espaitemps minkowskia M4. Per

tant, 1a descripcio de la interaccio electromagnetica con­

dueix de manera natural a definir l'espai P == M4 x U(I).
Mes endavant s'aprofundira en aquesta descripcio mate­

matica, pero abans es convenient recordar dos aspectes,
relacionats entre ells, inherents ala representacio dels fe­
nomens electromagnetics mitjancant la familia {AI' (x)}.

La primera observacio rau en el fet que l'equacio (3)
no admet cap funcio de Green (propagador) si previa­
ment no es trenca la simetria galga de l'equacio, 0 si­

gui, si no es limita l'ambigiiitat que en la representacio

dels fenornens electromagnetics incorpora Af..J" deguda a

les transformacions (4). Es habitual restringir l'ambi­
giiitat imposant una condicio diferencial sobre AI" Els
fisics diuen que es tracta de fixar una galga, per exemple
\7. A = 0 en l'anomenada galga de radiacio. En general,
aquests lligams no son invariants de Lorentz, llevat de
la galga de Lorentz oo.Ao. = O.

La segona observacio fa referencia al fet que la fixacio
d'una galga involucra tant la invariancia de galga com la
invariancia de Lorentz. En efecte, dos observadors en re­

ferencials inercials diferents, obviament, tenen llibertat
d:escollir el mateix lligam, per exemple, la galga de radi­

acio, \7 . A = 0 en un referencial inercial i \7' . A' = 0 en

l'altre. Si L� es la transforrnacio de Lorentz entre amb­
dos referencials, necessariament se li ha d'associar una
transforrnacio de galga a(x) perque ambdos observadors

verifiquin la mateixa galga, per exemple, de radiacio; es

a dir:

A�(x') = L�Ay(x) + ol',a(x').
Aixo demostra que el potencial vector AI' no es trans­

forma com un quadrivector (A� = L�Ay), i que per
tant es tracta d'una entitat maternatica diferent, que,
en transformar-la d'un referencia1 inercial a un altre, ha
de poder seleccionar un terme extra o"a. Es pot inter­

pretar que aquest terme es genera per la rotacio necessa­
ria que s'ha d'efectuar en l'espai (cercle) del grup U(I)
perque aixi es verifiqui la galga escollida en ambdos refe­
rencials. En el cas de la galga de Lorentz, oo.AD' = 0, la
rotacio interna es neutralitza, d'aqui que aquesta galga
amagui la vertadera natura matematica de AI" Aques­
tes dues consideracions estan directament relacionades
amb el desenvolupament del principi de galga que tot

seguit s'explicara.
Per cornencar, es considerara una partfcula lliure,

de carrega electrica q. En mecanica quantica la par­
ticu1a amb carrega q es descriu mitjancant una fun­
cio d'ona W(X).4 Les equacions que governen la dina­
mica del camp w(x), es habitual obtenir-les aplicant el
principi variacional de Hamilton J J .c(O)d4x = 0, on

.c(O) (W, 01' W) es la densitat lagrangiana lliure. Aquest
es el procediment estandard per deduir 1es equacions
d'Euler-Lagrange per a w:

.c(O) a mes de ser invariant de Lorentz, tambe es invari­
ant sota les transformacions uniparametriques segiients:

w(x) --* w'(x) = eiqD'/Tiw(x) == u w(x)

on a es un nombre real. Aquesta invariancia es conse­

qiiencia directa de l'hermiticitat de .c(O) , (.c(O) = .c(o)t),
4Per exemple, w(x) es la funci6 d'ana (spinar) de Dirac si es

tracta d'una particula de carrega q i de spin 1/2.
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es a dir, en £(0), \[I (x) sempre va acompanyat de l'her­
mitic conjugat \[I (x) t Els fisics diuen que el sistema
lliure £(0) posseeix una simetria U(l) global, per poder
explicitar que a es un nombre real igual per a tots els
esdeveniments de l'espaitemps. Pen) si a es considera
una funci6 diferenciable dels esdeveniments x, a = a(x),
es a dir, si les transformacions U (1) passen a ser locals,
com en les transformacions (4), llavors, £(0) i, en conse­

qiiencia, les equacions de moviment per a \[I, deixen de

ser invariants. En efecte, en £(0) intervenen termes del

tipus \[It 0" \[I, que no s6n invariants sota l'acci6 local de
U (1), perque op. \[I no es transforma com ho fa \[I, sin6
de la manera seguent:

0" \[I ---+ 0,,\[1' = O,Ju(x) \[I (x)) =

u(x)(o" + 'Li-1 (x)O"u(x)) \[I (x). (6)

Aquest resultat matematic demostra que si es vol forcar
la invariancia local del sistema fisic £(0), s'esta conduit
a modificar £(0) i, en consequencia, a modificar tambe
les equacions (5), mitjancant la introducci6 d'uns ter­

mes ex novo que compensin 0 neutralitzin el component
afi (u-10"u)\[I de (6). Ates que aquests termes s'han

d'acoblar a \[I, el sistema ftsic deixa de ser lliure i s'ha

de suposar que interacciona amb uns camps nous, ano­

menats de galga, que obviament cal identificar. H. Weyl
va definir el principi de galga com el proces fisicomate­
matic que explica les modificacions que experimenta un

sistema fisic en passar d'una simetria global a una de
local. En l'exemple que ens ocupa, 0 sigui, el d'obligar
que la simetria U(l) global esdevingui local, es concreta
en determinar els camps de galga, les seves fonts, la seva

dinamica i com interactuen amb el sistema lliure origi­
nal £(0). Aixo fa plantejar-se la qiiestio de quin es el

mecanisme que permet d'introduir i definir els camps
de galga. La idea de la resposta resta amagada dins del
mateix principi de galga, ja que indica que els efectes
ftsics generats pels camps de galga poden ser emulats
localment mitjancant una transformaci6 de galga 'u(x).
Per tant, es raonable, observant l'expressi6 (6), que els

camps de galga s'introdueixin a traves del proces de de­
rivaci6 rnitjancant la definici6 de l'anomenada derivada

covariant galga D,,:

(7)

en que Ap. es el camp de galga. D'aquesta manera, en

imposar que Dp.\[I es transformi com ho fa \[I, es a dir,
DJ.L\[I ---+ D�,\II' = u(x)Dp.\II, s'obte la llei de transfer­
maci6 de Ap., el segon sumand de la qual cancella 0

compensa el terme afi de l'equaci6 (6):
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Tenint en compte que u(x) = exp(iqa(x)/li), l'equaci6
(8) coincideix amb la llei de transformaci6 (4) del po­
tencial vector electromagnetic.
Els camps de galga A" que hem acabat d'introduir plan­
tegen immediatament una serie de qiiestions que tot se­

guit es forrnularan i a les quais s'intentara donar res­

posta. La pregunta clau de si existeixen en la naturalesa,
aquests camps, quedara contestada autornaticament en

desenvolupar el principi de galga. Per comencar, es per­
tinent inferir les equacions de camp que govern en la di­
narnica de A,,, la qual cosa equival a postular la seva

densitat lagrangiana L(A). Per fer-he se suposara que
en L(A) sols intervenen derivades primeres de A" i que,

ames, es invariant sota l'acci6 dels grups de Lorentz i

U(l) local. Com que F,LI/ = o"Av - ovAp. es un ten­

sor de Lorentz i covariant sota l'acci6 del grup de galga
U(l), es raonable fer la hipotesi:

L(A) - -�F F'"'-

4 "v (9)

Com es conegut, les equacions d'Euler-Lagrange per
a aquesta densitat lagrangiana condueixen ales equaci­
ons de Maxwelllliures, es a dir, ales equacions (3) quan
j(3 = O. El pas logic segiient es preguntar-se pel «me­

canisme» d'interacci6 entre \[I i Aw El mateix principi
de galga tarnbe proporciona la resposta, ja que sols cal

substituir 0" per D" en £(0)(\[1, 0,1 \II):

Si tot seguit es te en compte que, en la majoria de
casos fisicament rellevants (Dirac, Duffin-Kerner-Petiu,
Bargmann-Wigner, etc.), la dependencia de £' en camps

que poden assimilar-se a Ap. es lineal, un simple desen­

volupament de Taylor en Ap. doria:

£'(\[I,Op.\II,Ap.) =

dO) (\II 0 \II) + [�£I] A" = dO) + £(J), p. oAJ.L
- ,

Ap.=O

on s'ha definit el lagrangia d'interacci6:

en que J" == [8�" £'] Ap.=O es el corrent creat per \II que

genera el camp de galga Aw En resum, l'aplieaci6 del

principi de galga al sistema lliure {\[I} condueix al sis­
tema acoblat {\II, A,,}, descrit per la densitat lagrangi­
ana i:

£(0) (\II, op. \II)
dO)(\[I,Dp.\II) + dA)

---+ £(\II,o,,\II,AJ.L) =
dO) (\II, s; \II) + £(J) + £(A).

En la figura 1 se sintetitza tot el proces.
En emprar la densitat lagrangiana total L per cal­

eular les equacions d'Euler-Lagrange corresponents als



Principi de galga ---

[CO)
U(I) global U(l) local

Figura 1: Esquema del pas d'un grup de galga global a un

de local

camps \[I i A,,, s'obtenen les equacions dinarniques de
\J1 interactuant amb Ai-' i les del camp de galga A" ge­
nerat pel corrent j". Aquestes darreres no s6n sin6 les

equacions de Maxwell (3). Es aixi que es considera rein­

ventada 130 formulaci6 de la interacci6 electromagnetica
mitjancant l'aplicaci6 del principi de galga, tal com va

fer H. Weyl per primera vegada el 1929, en identificar el
camp de galga Ai-' com el potencial vector electromag­
netic.

EI tensor camp electromagnetic F,w = o"Av - a/lA,,,
dins el context galga, posseeix una interessant interpre­
taci6 geornetrica, que s'explica tot seguit. S'ha anticipat
que 130 formulaci6 matematica del fenomen electromag­
netic condueix, de manera natural, a considerar addici­
onat a cada esdeveniment x de I'espaitemps minkowskia
un cercle de radi unitat, els punts del qual representen
possibles transformacions u(x) del grup U(1). D'aqui
que s'hagi definit la varietat P com el producte cartesia
de M4 i U(l) : P = M4 x U(l).

En I'espai P, el trasllat paral·lel, per exemple del

camp de materia \J1(x), s'ha de definir mitjancant I'e-
quaci6:

(10)

Aixi doncs, aquesta condici6 no es sin6 130 transcrip­
cio en I'espai P de 130 definici6 de trasllat paral·lel em­
prada implicitament en I'espai euclidia de 130 geometria
elemental. Pero en P, 301 contrari que en geometria eucli­

diana, el trasllat paral·lel de \J1 depen de 130 linia emprada.
En efecte, en integral' l'equaci6 (10) al llarg de 130 linia
de m6n C : A -+ XO:(A), projecci6 sobre M4 de 130 linia
escollida per unir dos punts de P, s'obte:

Per tant, \J1(xO:; C) sera independent de C si ho es el

factor de fase, es a dir, si oi-'AV - ovAi-' = F,w = 0, que
no s6n sin6 les condicions d'integrabilitat del sistema

(10). Fisicament, equivalen a I'absencia de camp elec­

tromagnetic. Aquest resultat demostra que I'espai P, si

Fi-"I i= 0, es un espai corbat, la curvatura del qual es

generada pel corrent electric j(3 i es mesurada per FI"v,
Per aprofundir en aquest sentit, es iHustratiu integral' el
factor de fase de l'equaci6 (11), alllarg d'una corba tan­

cada, 0 sigui, el contorn d'una 2-superficie S, C = o(S)
i tot seguit aplicar el teorema de Stokes:

\[I (xO:; o(S)) = exp {i; Is FwdS'w } \J1(xg).

D'aquesta equaci6 es deriven immediatament els feno­
mens d'interfcrencia quantica de la funci6 d'ona \[I, per
exemple, l'efecte Bohm-Aharanov (Revista de Fisico; 2,
num, 4 (Ler semestre 1998)). Dins d'aquest context
es poden interpretar com una manifestaci6 de la curva­

tura de l'espai P. Si S es un parallelogram infinitesi­
mal de costats {c)x", dxV}, l'expressi6 integral anterior
es equivalent a aplicar a \[I el commutador de les deriva­
des covariants galga corresponents, com es dedueix 30mb
el desenvolupament de Taylor de l'equaci6 (11):

(12)

Es una equaci6 que ratifica, des d 'un punt de vista

fisicogeometric, que F,£/I es pot interpretar com el tensor
curvatura de I'espai P.

Estimem que, amb el desenvolupament efectuat, ha
quedat pales que la descripci6 completa del fenomen

electromagnetic en presencia d'un camp \J1 requereix l'es­
pai Pi I'estructura galga U(l).

En les conclusions d 'aquest article es fan una serie
de consideracions que incideixen en la natura galga del
fenomen electromagnetic, i que completen la visi6 ma­

tematicogeometrica.

L'inici de la visi6 galga de la interacci6
gravitatoria
Els exits que l'electrodinamica quantica estava assolint
a la decada de 1950 van induir alguns fisics quantics
capdavanters a intentar construir la quantitzaci6 de la
interacci6 gravitatoria dins del programa de la teoria
de camps en l'espaitemps minkowskia, 0 sigui, dins del
marc de la relativitat especial. Per donar resposta a as­

pectes fenomenol6gics ampliament verificats, per exem­
pIe, l'acoblament dels camps electromagnetic i gravita­
tori, 130 interacci6 gravitatoria s'ha de representar mit­

jancant un tensor de segon ordre i simetric hl"v = hv".
En quantica de camps, hl"'1 descriu una particula de spin
2. EI limit newtonia i 130 covariancia de Lorentz condu­
eixen a considerar com a font de hl"v el tensor impuls­
energia TI"v dels sistemes fisics. Tenint en compte la
natura de llarg abast de la interacci6 gravitatoria, no es
dificil de demostrar que en l'espaitemps minkowskia I'e­

quaci6 diferencial lineal de segon ordre rnes general que
pot obeir h,w es:5

5Vegeu, per exemple, el capitol 3 de Gravitation and Spacetime
de H. C. Ohanian, R. Ruffini, W. W. Norton, segona edici6 (1994).
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ocJythltv - (oCY.Oj)<vCY. + oCY.o,/hJ.tCY. + oJ.tovh-
17lwoCY.oah + 17ltVOa0{3ha{3 = ",TJ.tv, (13)

on h == h� i r; la constant d'acoblament entre materia i

gravitacio."
L'equaci6 (13) resta invariant sota l'acci6 de les

transformacions de hJ.tI/ segiients:

on EII(X) es un camp vectorial diferenciable arbitrari.

Aquestes transformacions mantenen un fort paraHelisme
amb les transformacions de galga (4) del camp electro­

magnetic AI" i impliquen que cada fenomen gravitatori
est a definit per una familia {hJ.tv} de camps, els mem­

bres de la qual estan relacionats per les transformaci­

ons (14). Aquesta llibertat 0 ambigiiitat descriptiva s'a­

profita per simplificar l'equaci6 (13) mitjancant la impo­
sici6 d'una condici6 diferencial sobre hJ.tI/. Es habitual

restringir l'ambigiiitat imposant l'anomenada galga de

Hilbert-Lorentz, definida aixi:

(15)

En funci6 de <PJ.tv' l'equaci6 (13) es redueix a la pa­
rella d'equacions:

(16)

Les equacions de camp (13) per {hJ.tv} es correspo­
nen amb les equacions (3) per {AJ.t}. Ambd6s sistemes

d'equacions s6n invariants sota l'acci6 de les respectives
transformacions de galga (14) i (4), la qual cosa im­

plica que les lleis de conservaci6 de la carrega electrica

oaja = 0 i del tensor impuls-energia oaTav = 0 es veri­

fiquen automaticament. Pen) aixf com la descripci6 del

fenomen electromagnetic mitjancant {AI'} no inclou cap

inconsistencia, no passa el mateix amb la corresponent
descripci6 {hllV} de la interacci6 gravitatoria basada en

les equacions (13) 0 (16). Els punts febles s'originen
en la llei de conservaci6 ocy'Tav = 0, on Taves el ten­
sor impuls-energia de tots els sistemes fisics, llevat del

del propi camp gravitatori, com requereix la linealitat

de (13) 0 (16). En efecte, aquesta descripci6 lineal ex­
clou l'acoblament necessari del camp gravitatori amb ell

mateix, perque, com tot sistema fisic, pel fet de pos­
seir energia ha de ser qrcoitaiorioment carregat, en con­

traposici6 al camp electromagnetic que es electricament
neutre. A mes a mes, com que les equacions de camp
determinen l'acci6 de la materia sobre el camp, barren el

pas a la reacci6 del camp sobre la materia en verificar-se

oaTav = o.

6El limit newtonia de !'equaci6 (13), 0 sigui, l'equaci6 de

Poisson, proporciona la relaci6 entre r; i la constant gravitat6ria
G: r;, = (167rG/C4)1/2
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Una estrategia per superar les dues inconsistencies es­

mentades consisteix a incloure en TW/ el tensor impuls­
energia de hJ.tI/. Aquest procediment porta a un desenvo­

lupament pertorbatiu d'aproximacions successives que

implica abandonar la teoria lineal. R. P. Feynman el

va emprar per intentar construir la teoria quantica del

camp gravitatori durant la decada de 1952-62. El 1962
abandona aquest metode, perque conduia a termes in­

finits no eliminables mitjancant les tecniques de renor­

malitzaci6 que donaven tan bons resultats en electrodi­
namica quantica.

El fet es que Feynman i altres que assajaven pro­
cediments pertorbatius retrobaven, en el limit classic,
les equacions geometriques d'Einstein 0 d'altres de sem­

blants. Tant es aixi que en la conferencia vuitena d'un
curs de doctorat que Feynman impartf a Caltech durant

l'any academic 1962-63, expressa:

«[ ... J En qualsevol cas, el fet es que el camp

hJ.tv te aquesta interpretaci6 geornetrica; aixo

no es facilment explicable, es senzillament me­

rave1l6s. La interpretaci6 geometrica no es re­

alment necessaria 0 essencial ala ffsica. Podria
ser que aquesta coincidencia es pogues enten­

dre com la representaci6 d'alguna classe d'in­
variancia de galga.»

W. Pauli va ser molt critic amb les formulacions, fins
ala seva mort (1958), que per descobrir la teoria quan­
tica del camp gravitatori es fonamentaven en la teoria

lineal. Pauli opinava que a aquests metodes, com que
no s'incorporava des del primer moment el principi d'e­
quivalencia d'Einstein, els mancava un aspecte fisic es­

sencial. En canvi, Feynman argiiia que preferia seguir
l'estrategia practica «des de baix cap a dalt» i solucionar
els problemes de fons quan es presentessin. Emprant les
seves paraules, «rnaleits torpedes, a tota maquina ... ».

Altrament, els que opinaven com Pauli seguien l'estrate­
gia teorica «des de dalt cap a baix». Ara, les dues estra­

tegies s'han superat .mitjancant les teories de supergra­
vetat i supercordes, que es poden considerar l'evoluci6
natural que han experimentat les teories quantiques de

galga a partir de 1975.

Pen), retornant a la fisica classica, cal recordar que
H. Weyl, en l'article de 1929 esmentat, considera i de­
mostra la necessitat fisicomatematica de fer dependre
dels esdeveniments les transformacions de Lorentz de la
relativitat especial. Es a dir, emprant la terminologia
que s'ha imposat, s'ha de localitzar el grup de Lorentz

global L� : L� -t L�(x). La localitzacio del grup de
Lorentz Lt(x) implica, automaticament, la localitzacio
de les tetrades vectorials {eJ.t; eJ.t

. e; = 17J.tv} de l'espai
minkowskia, perque en cada esdeveniment s'ha de veri­

ficar eJ.t(x) = L�(x)ev(x). Per tant, en presencia de la

interacci6 gravitatoria, s'han de transformar en locals els
referencials inercials globals de la relativitat especial, tal



com demana el principi d'equivalencia d'Einstein. Re­
cordem que el principi d'equivalencia d'Einstein identi­
fica els referencials inercials amb laboratoris en caiguda
lliure en el camp gravitatori (ascensor d'Einstein).

En un article proper, que completara aquest, s'ex­
plicara com la interaccio gravitatoria es pot incorporar
dins el Programa galga. Per fer-ho sols cal desenvolupar
l'esquema segiient:

Fisica sense interaccio

gravitatoria
Visio: global

Fisica amb interaccio
===?

gravitatoria
Visio: local

Referencials inercials glo­
bals �, definits en l'espai­
temps minkowskia NI4

Referencials inercials lo­

cals �(xo) (rnutuament
accelerats), definits en

cada esdeveniment Xo

Coordenades inercials lo­
cals

Grup de Lorentz dinamic

(galga): L�(x)

Coordenades inercials glo­
bals

Grup de Lorentz algebraic
L�

Aquest esquema, que sintetitza la formulacio de

Weyl, de 1929, de la interacci6 gravitatoria i que va ser

generalitzat per R. Utiyama el1956 (com ja s'ha dit an­

teriorment), condueix de manera natural ales equacions
de la relativitat general d'Einstein, l'aproximaci6 lineal
de les quais coincideix amb les equacions (13). Totes
les inconsistencies esmentades al principi d'aquest apar­
tat, que apareixen en la teoria lineal, no tenen lloc en

la teoria no lineal einsteniana, en la qual la fisica en

l'espaitemps minkowskia, 0 sigui, la relativitat especial,
continua sent valida localment, es a dir, en un entorn de
cada esdeveniment (ascensor d 'Einstein).

Conclusions

Els punts seguents intenten resumir els aspectes que es

consideren mes rellevants i caracteristics de l'estructura
fisicomatematica galga de les interaccions classiques.

1. S'ha ratificat que AJ.L no es un quadrivector de Lo­

rentz, sin6 el que els matematics anomenen una

counexio, ja que defineix el proces de derivacio

(D� \]if = u(x)DJ.L \]i) en l'espai P que la natura­

lesa ha mostrat als fisics perque puguin descriure

coherentment el fenomen electromagnetic. Com ja
s'ha explicat, aquest espai, en absencia de gravita­
cio, consisteix a afegir a cada esdeveniment x de

l'espaitemps rninkowskia M4 l'espai del grup U(I).

L'espai del grup 0 espai intern tambe s'anomena

fibra, ja que \]i (x) hi pren valors. Per tant, \]i (x) es

pot considerar definit en una secci6 transversal de

l'espai complet P. El desenvolupament matematic
demostra que en presencia de monopols magnetics
l'estructura topologica de P es mes complexa, si
be localment sempre es representable mitjancant el

producte cartesia M4 x U(I). Els maternatics diuen

que es tracta d'un espai fibrat principal no trivial.

2. AJ.L s'ha d'interpretar com una Lforma que pren
valors sobre l'algebra de Lie (vegeu l'apendix) del

grup U(I). En efecte, aplicant la definici6 de gene­
radar infinitesimal T al grup U(I), 0 sigui, determi­
nant el vector tangent a l'element neutre de l'espai
de grup:

T = (ou(X)) = iC£
00'. <>=0 1i'

la derivada covariant galga (7) s'expressa: D" =

a" - TA,,, 0 sigui A = TA"dx" es una l-forrna a

valors T. Cal observar que la parametritzacio esco­

llida explicit a i introdueix ad hoc la carrega electrica
q 0 constant d'acoblament entre \]i(x) i AJ.L.

3. El tensor camp electromagnetic F"v es invariant
sota l'accio de les transformacions de galga FJ.Lv -+
F�v = FJ.Lv; en canvi, AJ.L' en no ser-ho A" -+ A� =

AJ.L + 0,,0'., obre la possibilitat d'emular fenomens

electromagnetics mitjancant una transforrnacio de

galga: AJ.L = oJ.Lo'., FJ.LV = O. Ara es pertinent recor­
dar que, fins a cornencament de la decada de 1960,
la gran majoria de fisics opinaven que de la llibertat
de galga s'inferia la manca de significat fisic de Aw
Per exemple, F. Rohrlich, en la magnifica i consul­
tadamonografia Classical charged particles de 1965,
escriu en la pagina 65: «[ ... ] AJ.L no te cap signifi­
cacio ffsica, i s'introdueix solament amb el proposit
de simplificar matematicament les equacions.»

Aquesta interpretaci6 de AJ.L canvia radicalment

com a conseqiiencia de l'experiment de Bohm­

Aharonov i el desenvolupament fisicornatematic de
les teories de galga, a partir de les quais, com s'ha

explicitat en aquest article, s'evidencia la necessitat
dels dos nivells {connexio (Ap), curvatura (FJ.L/I)}=:
{potencial vector (AJ.L), tensor camp electromagne­
tic (FJ.LV)} definits en l'espai P, per ala descripcio
completa dels fenomens electromagnetics.
Potser l'espai P esdeve dificil de visualitzar ates que
no es un espai metric, ja que la interacci6 electro­

magnetica es un fenomen essencialment no metric.

D''aqui el fracas fisic de la teoria de Weyl de 1918.

4. En canvi, com que la interacci6 gravitatoria es un

fenomen fisic essencialment metric, requereix per a

la seva descripcio completa dels tres nivells {me­
trica, camp de galga, camp gravitatori} definits i

a la vegada definidors de l'espaitemps. Els camps
de galga son entitats deduibles a partir del nivell

metric, fet que, com a teoria de galga classica, con­
fereix a la relativitat general una natura molt pecu­
liar i unica, tal com s'explicara en un article proper.
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Apendix

Alguns conceptes basics de la teoria de grups de
Lie

Eis grups que son rnes utils en les teories de galga s6n

els grups de Lie. Aquests grups G posseeixen un nom­

bre infinit d'elements, els quais, alhora, formen un espai
(varietat), i les operacions del grup s6n aplicacions infi­
nitament diferenciables, 0 sigui:

(x,y)-tx·y
x -t X-I

s6n funcions analitiques.
Per exemple, I'espai euclidia Rn es un grup de Lie

sot a l'operaci6 d'addici6 vectorial: G = {R'" +}. Pero,
potser, el conjunt de tots els factors de fase de les funci­
ons d'ona i[I(x) de la mecanica quantica en constitueix

I'exemple mes senzill. Un factor de fase es pot escriure:

(17)

EI producte de dos factors de fase verifica:

i I'element invers u-1(e), u-I(e) . u(e) = 1 s'expressa:

Com s'ha anticipat en diversos punts d'aquest article,
aquests factors de fase formen el grup U(l), els elements
del qual es representen per les funcions (17) que son
unitaries i unidimensionals (uniparametriques). Cada
element de U(I) es caracteritza per un angle e que pren
valors entre 0 i 27r, la qual cosa permet identificar I'espai
del grup amb un cercle de radi unitat. EI grup U(I) es

diferenciable, ates que verifica:

u(e + de) = u(e)(1 + ide), (18)

una expressi6 que per a I'element neutre u(e = 0) = 1
es redueix a

u(de) = 1 + ide. (19)
Un altre exemple, molt familiar en fisica i geometria
elemental, es el grup de les rotacions 0(3) de I'espai eu­
clidia tridimensional. En I'estudi de les rotacions del
solid rigid de la mecanica newtoniana, es habitual para­
metritzar els elements R de 0(3), es a dir, les matrius

ortogonals 3 x 3, amb els tres angles d'Euler. Un altre

conjunt de parametres molt emprat es {n, e}, on e es

l'angle de rotaci6 al voltant de I'eix de vector unitari ii
n· ii = 1. En aquest cas la rotaci6 R(n, e) s'expressa:

'

R(n, e) = eiBi'i J, (20)

on J es el vector moment angular. La representaci6 (20)
de R esdeve I'adequada per determinar l'acci6 de 0(3)
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sobre les funcions d'ona de la mecanica quantica. Per a
un angle infinitesimal de s'obte:

nin, de) = 1 + iden· 1. (21)

Les expressions (20) i (21) referents a elements de 0(3)
mostren un fort paraHelisme amb les (17) i (19) de U(I).
No es gens estrany, perque el grup U(I) es isomorf amb
el grup unidimensional de les rotacions 0(2) de I'espai
euclidia bidimensional:

iO (cos e
e¢}.

e-sm sine)cose
.

EI grup de Lie 0(3) es tridimensional, ja que s6n neces­

saris tres parametres {a, (3, 'Y} 0 {n, e} per determinar
univocament cada element del grup. Aquests parame­
tres es poden emprar com a coordenades per definir l'es­

pai del grup.
L'espai tangent al punt que represental'element neu­

tre del grup s'anomena algebra de Lie, per exemple, per
al grup 0(3), l'equaci6 (21) explicita que els vectors mo­
ment angular pertanyen a I'algebra de Lie. Eis elements
de l'algebra de Lie s'anomenen generadors infinitesimals
del grup, ates que, localment, es pot construir el grup
mitjancant l'aplicaci6 successiva de transformacions in­

finitesimals.
EI commutador dels generadors defineix I'algebra,

per exemple, per a 0(3) s'obtenen les conegudes rela­
cions de commutaci6 del moment angular:

Quan el commutador es zero (per exemple per als grups

U(I), 0(2)), ens porta a teories de galga lineals.
Si els parametres del grup prenen valors sobre inter­

vals tancats, com en els exemples esmentats, el grup de
Lie s'anomena compacte. Aquesta propietat es impor­
tant ates que permet representar els elements del grup

mitjancant matrius unitaries. Un exemple de grup no

compacte es el grup de Lorentz.
.

Segons J. A. Wheeler, una de les grans ensenyances
que es deriven de la fisica einsteniana es que la fisica
esdeve mes senzilla si s'observa i s'analitza localment.
Des d'aquest punt de vista, es raonable plantejar-se l'ac­
ci6 local dels grups que actuen sobre les magnituds fisi­

ques. Aquesta acci6 local, com s'ha explicitat en aquest
article, es pot concretar fent dependre els parametres
del grup dels esdeveniments de l'espaitemps. Per a la

descripci6 completa de la interacci6 electrornagnetica en

presencia de i[I(x), s'ha demostrat la necessitat de l'es­

pai no metric P = M4 X U (1), que es pot representar
simbolicament en la figura 2.

Agrauncnts
Ens piau manifestar el nostre reconeixement al molt

apreciat i benvolgut professor Dr. Luis Navarro Vegui­
llas pels seus consells encertats i pertinents, que han
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Figura 2: Representacio greiice. de l'espei P = M4 x U(l)

millorat la presentaci6 d'aquest article, l'origen del qual
(ja fa rnes de trenta anys) arranca d'unes motivadores
questions que va plantejar a un dels autors, referents a

un treball delectrodinamica quantica.
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